Vedecko-technicke vypocty

Zakladnée statisticke
rozdelenia




Prehlad

o Statistické rozdelenie
« (Centralna limitna veta

» (Generovanie nahodnych Cisel
— Trojuholnikove rozdelenie
— Poissonove rozdelenie
— (Gaussove rozdelenie
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Uz vieme...

* Ak sa x meni spojite, potom pravdepodobnost, ze x
bude namerane v intervale <x,x+dx> je dana funkciou
vysledkom f(x)dx, ktora sa nazyva hustotou
pravdepodobnosti (viac o r6znych distribuciach
nahodnych javov preberieme v dalSej prednaske).

« Pravdepodobnost ze x najdeme v intervale <a,b> je
definovana ako:

P(xe<a,b>)= j £(x)dx

Otazky su definované nasledovne:

a) Akeé rézne rozdelenia pravdepodobnosti mézeme definovat™?
b) Ako mézeme generovat nahodné Cisla s danym rozdelenim.
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Hlavne parametre rozdelenia

Pri statistickych rozdeleniach nas zaujima najma:
*Funkcia hustoty pravdepodobnosti

*Stredna hodnota rozdelenia

*Disperzia
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Rovhomerné rozdelenie

Najjednoduchsie rozdelenie. Opisuje [ubovolny jav pri ktorom
mame konstantnu pravdepodobnost, ze ziskame veliCinu
nahodnu veliCinu s urcitou hodnotou v ramci daného intervalu.

fa.b)= :

—d

prex e <a,b>

f(x;a,b) — Oprex S (—OO,a)a X € (b,_|_oo)
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Rovhomerné rozdelenie
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Rozdiel dvoch rovhomernych Cisel

Mame priemer dvoch nahodnych Cisel s rovhomernou
distribuciou. Aké ma rozdelnie?
Void TriangleRandomNumber () {

double Ul= (rand()/ (double)RAND MAX) ;

double U2=(rand()/ (double)RAND MAX) ;

double w=(U1+U2)/2H

Triangular distribution Triangular

Entries 100000
return w;y; 600 Mean -0.0001777
RMS 2.043
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Trojuholnikové rozdelenie

Pravdepodobnostna funkcia je vyjadrena trojuholnikom, Ci uz
rovnoramennym, alebo vseobecnym.

Vyuziva sa napr. v ekonomii alebo pri spracovani zvuku.
Opisuje taktiez ¢as medzi dvomi roznymi nahodne
prichadzajucimi signalmi.
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Trojuholnikové rozdelenie

2(x—a)
prea<x=<c
(b—a)(c—a)
f(x;a,b,c) =+ 2(b-%) prec<x<b
(b-a)(b-c)
0 vSade inde
x_a+b+c
Stredna hodnota 3
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Generovanie rovnomerného
trojuholnikoveho rozdelenia

Rovnomerné rozdelenie ziskame napr. Ako priemer dvoch
nahodnych Cisel s rovhomernou distribuciou.
Void TriangleRandomNumber () {

double Ul= (rand()/ (double)RAND MAX) ;

double U2=(rand()/ (double)RAND MAX) ;

double w=(U1+U2)/2;| I —

return w;y; 600 Mean -0.0001777

RMS 2.043

} 500
400
300
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Binomicke rozdelenie

* Vhodné ak hodnota mbze nadobudat iba dve hodnoty (napr.
vysledok hodu mincou)

* Ak je pravdepodobnost’ ziskat vysledok p potom
pravdepodobnost’ ziskania r vysledkov z n pokusov bez
ohladu na poradie je dana binomickym rozdelenim.

n!

f(r;n, p)= p'(1-p)"" r=0123....nprep (0,
rli(n—r)!

Stredna hodnota r=n-p

Disperzia c’=n-p-(1-p)
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Vyznam binomickeho rozdelenia

* Opisuje napriklad ked z velkeho pocCtu pripadov, vyberame
podmnozZinu a sledujeme, & prvky podmnoziny spifiaju ur&it
vliastnost.

* Napriklad — Clovek m6ze mat tlak krvi v normale alebo nie.
Ak si vieme Sstatisticku pravdepodobnost' p, ze tlak krvi je v
normale, a vyberieme si vzorku n fudi, binomickeé rozdelenie
nam povie aka je pravdepodobnost, ze prave r fudi bude
mat tlak krvi v normale.

* Priklad: Mame 5 hodov kockou. Aka je pravdepodobnost, ze
padnu 2 Sestky? o

A (1)t p(l-p)”

Sk 5.2
- 2)'(1/6) (1-(1/6))**> =0.16
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Priklad
p=0.5, N=20
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Poissonovo rozdelenie

« Poissonovo rozdelenie udava pravdepodobnost
najdenia prave k javov v danom intervale (napr.

priestore a Case) nezavisle od seba.

* Aproximacia binomickeho rozdelenia, pre velky
pocet pokusov (zvyCajne ak n>30 a p<0.1).

* Toto rozdelenie sa pouziva na popis
experimentalnych hodnot, ktoré reprezentuju
pocCet udalosti za jednotku Casu (napr. pocet
radioaktivnych rozpadov, pocCet zakaznikov v
obchode, pocCet aut prechadzajucich cez usek
dialnice a pod.)
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Poissonovo - vyjadrenie

Hustota pravdepodobnosti tohto rozdelenia je

Y7,

kK —
e
Fle ) =2 o k=0123. p>0
Ak mame n pokusov s pravdepodob nostou p tak stredny
pocet realizovanych pripadov je u = np.

Funkcia pravdepodobnosti nam definuje pravdepodobnost, ze
sa pri danom wu realizuje prave hodnota k

« Stredna hodnota k=u

* Disperzia o' =p
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Priklad jazdeckej jednotky pruskej armady

Prva realna aplikacia Poissonovho rozdelenia

v realnej situacii (Ladislaus Bortkiewicz, 1898)

Za 20 rokov bolo v pruskej armade v jednotke s 10
jazdcami 122 ludi ukopanych konmi k smrti. V
niektore roky nenastali ziadne umrtia, ale vyskytol
sa aj rok, ked zahynuli styria. Otazka je, Ci je
proces Cisto nahodny a ako opisat
pravdepodonost, ze niekto zahynie.

To je ekvivalentné, akoby sme sledovali vzorku 200 Clenov
zaradenych do jednotky pocCas jedného roku (priCcom mftvy
Clen sa vzdy nahradi novym). Teda 200 vojako-rokov.

Na kolkych poziciach pride ku kolkym umrtiam?
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Priklad jazdeckej jednotky pruskej armady

k _—u
f(k;y):ﬂke' k=0123... 12>0

Priemerna hodnota (Umrtia na jednej pozicii)
M =122/200 = 0,61 umrtia na jedného vojaka na rok.
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Priklad jazdeckej jednotky pruskej armady

k _—u
f(k;y):ﬂke' k=0123... 12>0

Priemerné hodnota (Umrtia na jednej pozicii)
= 122/200 = 0,61 umrtia na jedného vojaka na rok.

# umrti /vojaka Pravdepodobnost’ | Skutoénych umrti | Odhadnutych
Irok umrti
0

0,5433508691 109 108,6701738149
1 0,3314440301 65 66,2888060271
2 0,1010904292 22 20,2180858383
3 0,0205550539 3 4,1110107871
4 0,0031346457 1 0,626929145
5 0,0003824268 0 0,0764853557
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Poisson pre jednotlive pripady
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Kumultivna distribucna funkcia

Zoberieme si sumu jednotlivych Clenov — tzv. kumulativnu
distribucnu funkciu

D(k; p1) = i@ﬂ

k=0

k

— U +00 k
e _ i
p— e H —IL[ p— e ’ue’u p—
k! Zkzo k!

Este sa pozrieme na pomer dvoch susednych clenov

,uk+le—y
Se+liy) (k+D!  p
S (k5 1) pe  (k+1)
k!
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Poisson pre jednotlive pripady

Kumulativna distribu¢na funkcia
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pravdepodobnost

Generovanie nahodnych Cisel s
Poisson distribuciou

ldea: Vygenerujem Cislo s rovnomernym rozdelenim od O po 1 a
oznacim ho p. Pre distribuciu s danym p vypocCitame
kumulativne funkcie D pre vsetky hodnoty k.

1,0 H

0,8

0,6

04

0,2 4

0,0 +

T
20

Ako nahodné cCislo s Poissonovym

lrozdelenim akceptujeme prvé &islo
1k, pre ktore je hodnota D > p.

Tato tzv. kumulacna metoda je
viac-menej vyuzitelna vzdy, ked
vieme jednoducho vypocitat
kumulativnu funkciu D.

2.10. 2014 Stanislav.Antalic@fmph.uniba.sk 22



Optimalizacia generatora

Opakovany vypocet faktorialov a exponencialnych funkcii je
casovo narocny. Preto si doratame Clen f(k+1) pomocou Clenu
f(k) a pripoCitame k predchadzajucej sume, pricom P(0) = e™*

pe™

fle=Lu)y e k

(k—1)
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Generovanie nahodnych Cisel s
Poisson distribuciou

const 1int PoissonRandomNumber (const double mi)

{

int k=0; //Pocitadlo
const int max k = 1000; //horny limit pre k
double p = rand()/(double)RAND MAX; //rovnom.rozd. (0,1)
double P = exp(-mi); //P(0) - prvy ¢len kumulativu
double sum=P; //kumulac¢nd funkcia (ozn.f)
if (sum>=p) return O; //uz prvy ¢len splni podm.
for (k=1; k<max k; ++k) { //Prechadzame cez vSetky k
P*=mi/ (double) k; //kumulat. pre dalsie k
sum+=P; //Navysujeme kumulativ
if (sum>=p) break; //Stop prekroc¢ime uceny limit
}
return k; //navrat vygenerovaného c¢isla
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Priklad pre n=10

Poisson Distribution Poisson
Entries 100
- Mean 10.7
16— RMS 2.6
14—
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Poisson pre specialne pripady

« Aproximaciou binomického rozdelenia pre n —» © s
pravdepodobnostou p — O.

* Pre vysoke u je podobny gaussovmu rozdeleniu
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Gauss rozdelenie (normalne)

* Normalne rozdelenie je tiez nazyvané Gaussovym
rozdelenim.

» Je to najdolezitejSie rozdelenie z pohladu spracovania
experimentalnych dat.

* Popisuje nahodné pozorovania pre vacsinu
experimentov a procesov Vv prirode.

« Jeho ddélezitost je do znaCnej miery dana tzv.
centralnou limitnou vetou, ktoru si spomenieme neskor.
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Gauss rozdelenie - vyjadrenie

Hustota pravdepodobnosti je definovana ako:
(x—pu)’
1 AN 7T

(x; 1,0) = e 2°° podm.c >0
Al O -~\21

Stredna hodnota Disperzia
X = ya/ 02 — 02

Kumulativna dlstrlbucna funkcia:
1

D(x) = \/7"‘ 2dt—§ 1+erf(%j , X< R
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Priebeh Gauss funkcie
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Vplyv parametrov na Gauss
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c=1; u=4
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X
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Kumulativna distribucna funkcia

(Gauss)

Kumulativna distribucna funkcia vyuziva intergral z
funkcie s hustotou pravdepodobnostl

Tar= L 1+erf(ij xeR

FI 2 J2

D(x) =

PriCcom vo vseobecnosti plati:

— |
F(x,u,o0°)=® 4 ’uj:— 1+erf , X€ER
(x5 4,07) ( - 5 (G ﬁj
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Kumulativna distribucna funkcia

(Gauss)

1,0

0,8 +
g 06—+ c=1; u=4
2 c=0.5; u=4
3 c=0.5; =3
§' 0.4 L c=2; u=5
g
S

] //
0,0:4/:}:}}:}:}
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Centralna limitna veta

Ak mame postupnost nahodnych premennych Xn, ktore su
rozdelené podla r6znych rozdeleni pravdepodobnosti, s
konecnymi strednymi hodnotami a disperziami, potom pre
dostatoCne velke n ziskavame priblizne Gaussovo rozdelenie

pre ich sumu: z
2.X
i=1

Délezita poznamka: ,rozdelené podfa réznych rozdeleni”
treba chapat, ze z danych nahodnych premennych ani jedna
nemusela byt pévodne rozdelena Gaussovsky.

Centralna limitna veta dava jednoduchu moznost ako ziskat

nahodné cCisla s Gauss rozdelenim pribliznou metodou.
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Galtonova doska

14 6 4 1
1 510 10 5 1

AN

Zariadenie na demonstraciu centralnej limitnej vety — Sir Francis Galton. V

podstate prezentuje, Ze gauss rozdelenie je aproximované binomickym
rozdelenim.

Inak povedaneg, spustené gulicky sa prerozdeluju podla pascalovho
trojuholnika urcujuceho koeficienty binomického rozdelenia.
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Generovanie nahodnej premennej
s Gauss rozdelenim

ZvycCajne vychadzaju generatory z nahodneho Cisla s
rovhomernym rozdelenim.

Moznosti mame priblizné a presne.

Napriklad inverzna metoda s vyuzitim kumulativnej

distribu¢nej funkcie @' je exaktna, ale chyba nam vhodné
analyticke vyjadrenie.

Jednou z moznosti je napr. aproximacia pomocou polynomu.
Problemom je vsak vyjadrenie hodno6t vzdialenych o 4-5x o
od strednej hodnoty
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Centralna limitna veta

Void Centrallimit () {
double U1=0;
int N = 12; // pocCet iteréacii
for (int 1=0;I<N; i++)
Ul=Ul+10*rand()/ (double) RAND MAX)-5.0;
Ul=01/1i;

return Ul;
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Prakticke overenie centralnej
limitne] vety

Triangular distribution Tri
_ Entries 100000
[ Uniform distribution Uniform 600 Mean 0.0001777
Entries 1000000 — RMS 2.043
= Mean 0.002878 C
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Centr. im. veta Pre N = 12

Poznatok 1: Vyrazné spomalenie vypoctu

Poznatok 2: Aka je miera presnosti?

| Gauss-like distribution Gauss_N12
10° Entries 1e+08
1400 Mean -5.8233e-05
— RMS 0.8334

&l
ES

Vynikajuci sulad pre
celkovy tvar distribucie...

L

... stale su vsak nasobné rozdiely pre
oblast 4xc, ktoré m6zu byt problémom
pri simulaciach a opisoch situacii s
vysookou citlivostou.

Upozornenie: Centralna limitna veta je pouzitelna

len ak sa nepozaduje skutoCna gauss distribucia.
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Box-Muller metoda (1958)

Dve premenneé Ul a U2 s rovhomernym rozdelenim z intervalu
(0,1) prevedieme matematickou transformaciou na dve
premenne Y1 a Y2 s Gauss rozdelenim.

Y, = \/—Zln(Ul) cos(27U,)
Y, =/—2mIn(U,) sin(2zU,)
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Box-Muller implementacia

Voilid GaussRandomNumber (double &Gaussl, &Gauss?2) {
double Ul=rand()/ (double) RAND MAX;
double U2=rand()/ (double) RAND MAX;
double a=sqgrt(-2*1log(Ul));
double b= (2*pi*U2);
Gaussl=a*cos (b) ;

Gaussz2=a*sin (b) ;

+ Vél’mi jednoducha implementacia

- Nevyhody: Numericka nestabilita pre U1 v okoli O.

- Pomala metdéda — vola sa privela funkcii. (Ciastoéné rieenie je
vratit uzivatelovi jednu hodnotu a druhu odlozit’ pre dalsie volanie
funkcie)

Nevyhody su kritické pri masivnych stochastickych vypoctoch.
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Box-Muller v polarnych
suradniciach

Problémy riesi CiastoCne polarna forma Box-Muller
transformacie. Originalne uz z roku 1968.

Akceptuju sa iba niektoré vygenerovane cCisla (tzv. rejection
methods). V tomto pripade sa akceptuje cca n/4 Cisel.
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Polarna metoda — impl.

Void GaussRandomNumber (double &Gaussl, &Gauss?2) {

do {
double Ul=2.0* (rand()/ (double)RAND MAX)
double U2=2.0* (rand () / (double)RAND MAX)
double w=Ul*Ul+U2*U2;

} while (w>=1.0); // akceptuje sa iba W<l

w = sqgrt ((-2.0 *log(w))/w);

Gaussl1l=Ul*w;

Gauss’2=U2*w;

-1.0;
-1.0;

14

Netreba volat sin a cos =Ciastocne lepsi vykon
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Finalny vysledok

Gaussian Distribution | Gauss |__Gaussian Distribution | Gauss

<10° Entries Se+08 Entries 5e+08
= Mean  -2.44e-06 240 Mean 4.687
RMS 1 220 RMS 0.198
200
180
160
140
120
100
80
60
40
20

| 1 n

5000

4000

3000

2000

1000

Vyborny sulad aj pri 5 xc

Nad 4.5xc je iba 3x106 hodn6t
Test pri 66 a viac je uz dost Casovo narocCny
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Ratio-of-Uniforms

Dal3ia relativne jednoducha presna metéda.
Autori Kinderman a Monahan (1977), vylepsil J. L. Leva (1992)

X=4 x=3 x=2 x=1

sqrt(2/e)

Body vo vnutri krivky su akceptovane,
<23 pody mimo krivky su zamietnute.

<7 Generuju sa Cisla U; a V; s rovhomernym
rozdelenim, pricom U, (0,1) a V; &(-1,1).
V, sa nasledne upravi ako

x=-1/3 I/l I/I\/E/Ul
e

X==2/3

x=0

—sqrt(2/ \
sart(2/e) 0.5 |
u
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Ratio of Uniforms (idea)

Potom sa ziskané hodnoty U; a V,; podrobia sérii testov
1) Automaticky sa akceptujti body, kde 2 < (5 _461/4(]1)

2) Ak bod nevyhovuje podmienke 1) urobi sa test a posudzuju

sa dalej iba body kde J72 < (46—1-35 U, +1,4)

3) Ak bod vyhovuje podmienke 2) akceptuje sa ak

V12 E (—410g(U1 ))
Vyhoda je, ze iba pre Cast hodno6t sa pocita logaritmus.
Pre zvysneé sa vyuzivaju iba jednoduche numericke operacie.
Nevyhoda: generujeme 2 rovhomerne cisla a ziskame iba jedno
S gauss rozdelenim.
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Implementacia

Double Ul,V1l,Result = 0;
bool AcceptedResult = 0;
do |
Ul=(rand()/ (double) RAND MAX) ;
V1=(2.0* (rand()/ (double) RAND MAX)-1.0) *sqgrt (2/exp(1l))/Ul;
if ((pow(vl,2))<=(5-4*pow (exp(l),0.25)*U1)) {
AcceptedResult=1;
Result = V1;
} else
if ((pow(V1,2))<(4*pow(exp(l),-1.35)/Ul+1.4)) {
it ((pow(V1,2))<=-4*(log(Ul))) {
AcceptedResult=1;
Result = V1;

}
} while (AcceptedResult!-1);

Return Result
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Finalny vysledok

Gaussian Distribution | Gauss
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Vyborny sulad aj pri 6 xc

Stredna hodnota fitu -8.7x10-6
Stredna kvadraticka odchylka 1.00004

Vyborne vystihuje gauss rozdelenie
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Porovnanie

Cas potrebny pre vygenerovanie 1x10° &isel.

Centralna Box-Muller Ratio of

limitna veta Uniforms
(N=12)

o6min6sek 3 min10sek 3min3sek 2 min 16 sek

Upozornenie: Vysledky silne zavisia od optimalizacie
kompilatora, realizacie kodu (napr. kontrol. vypisov) a
samozrejme HW.

Poznamka: Box-Muller a Polar nam davaju dva vysledky. Ak
generujeme nahodneé Cisla s gauss-rozdelenim Casto a
dokazeme uschovat jedno Cislo do dalSieho volania generatora
tak s tym ziskame faktor 2 vo vykone.
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THE END
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