Vedecko-technicke vypocty

Riesenie nelinearnych
rovnic




Prehlad

 Bisection method
 Newton-Raphsonova metdda
e Secnicova metdda
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Riesenie rovnic analyticky je nezriedka prilis
komplikovane, alebo aj nemozné
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Co robit’ v pripade ak nemame Ziadne analytické vyjadrenie pre
rieSenie vysledku.

BISECTION METHOD
(METODA DELENIA INTERVALU)
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Hlavny predpoklad

* Veta: Rovnica f(x) = 0, kde f(x) je realna
spojita funkcia, ma aspon jeden koren
medzi x; a x, ak sucin f(x;)f(x,)<0
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DalSie alternativy

* Mozny désledok ak funkcia * Pozor, ak funkcia f(x)
f(x) znamienko nemeni, tak znamienko nemeni, tak
f(x) = 0 nema riesenie na f(x)=0 mb6ze mat napriek
intervale (x;, x,) tomu riesenie na intervale
(xl’ xu)
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A este dalsie alternativy

+ Ak funkcia znamienko meni, ~ * VO vseobecnosti, zo zmeny
tak m6ze mat rovnica f(x)=0 znamienka funkcieneviem
aj viac rieseni. usudit’ nic o pocte korenov.

~
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* Veta: Rovnica f(x) = 0, kde f(x) je realna
spojita funkcia, ma aspon jeden koren na
intervale (x;,x,) ak sucin f(x,)f(x,)<0

12.12. 2014 Stanislav.Antalic@fmph.uniba.sk 7




Algoritmus metody

RieSme rovnicu f(x) = 0, kde f(x) je realna spojita funkciu
Hladame koren s presnostou €
1) Vyber intervalu (x, ,x,), ktory spifia
, podmienku f(x))f(x,)<0

2) Vyber x,, ako x, = (x; +x,)/2

. 3) Test sucinov f(x)f(x,,)<0 a

Jx, )f(x,)<0
a) AK f(x)f(x,)<0 =x,—>x,
b) Ak f(x,)f(x,)<0 =x,,— x;
c) AK f(x)f(x,)=0 = x, je riesenie
4) Test kvality rieSenia

.| =

new old
X — xm

m

new

X

m

5) Je g,<ge, ? Ano = ukonéenie cyklu
Nie = Navrat do bodu 2)
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Ukoncenie hladania

1) Vyber intervalu (x; ,x,), ktory spina
podmienku f(x;)f(x,)<0
2) Vyber x,, ako x, = (x; +x,)/2
3) Test sucinov f(x;)f(x,,)<0 a
fx,)f(x,,)<0
a) AK f(x)f(x,)<0 =x,—>x,
b) Ak f(x,)f(x,)<0 =x,,— x;
Najdeme presné riesenie —»  €) Ak f(x)f(x,,)=0 = x,, je rieSenie
4) Test kvality rieSenia

ran ] [ IRV 4 V4 (] w " ga =
Najdeme priblizné riesenie — 2
5) Je g,<ge, ? Ano = ukonéenie cyklu

Opakovat' urCity pocet iteracii  Nie = Navrat do bodu 2)
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Priklad

Hladame rieSenie pre x> = 20 s presnostou lepSou ako 4%
Takze rieSime priklad f(x) = x°-20=0

= Zvolime si hranice x; =1 a x,= 4 a maxim. Pocet iteracii 6
« Test vhodnosti intervalu f(1)f(4)=- 19 x44 = - 836 <0
» lteracia 1
Volba stredu intervalu x,, ako x,,= (1 +4)/2=2.5
Test nového intervalu f(x,,) = -4.375
= rieSenie je na intervale (2.5, 4)
= nové x;=25ax,=4
Nevyhodnocujeme presnost riesenia, pretoze nemame
odhad z predchadzajuceho kroku
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Priklad — iteracia 2

* lteracia 2
Volba stredu intervalu x,, ako x,,= (2.5 + 4)/2 = 3.25
Test noveho intervalu
f(x,,) = 14.328; f(x)) = -4.375; f(x,) = 44
= rieSenie je na intervale (2.5, 3.25)
= nove x;=2.5ax,=3.25
Presnost riesenia je teraz

|2.5-3.25
3.25

new old
m m
new

X

m

X

E

a

‘ =0.23~23%
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Priklad — iteracia 3,4 a 5

* lteracia 3
Volba stredu intervalu x,, ako x,, = (2.5 + 3.25)/2 = 2.875
Test noveho intervalu
f(x,,) = 3.764; f(x;) = -4.375; f(x,) = 14.328
= rieSenie je na intervale (2.5, 2.875)
= nove x;=2.5ax,=2.875
Presnost riesenia je teraz

new  _ old .
E,l = =‘2'875 2'5‘ =0.15~15%
new 2.5
* lteracia4 —» x,,=2.6875 £,=6.5%

* lteracia 5 —» x,,=2.78125 £,=3.5%
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Vyhody a nevyhody
Vyhody
« Zarucena konvergentnost.

* Moznost jednoduchej kontroly kvality rieseni a garantované
(cca polovicné) zlepSovanie presnosti kazdou iteraciou

Nevyhody

« Konvergencia je relativhe
pomala

* Ak je jedna z hranic \xl

intervalu velmi blizko ‘\-/ x
rieSenia, vedie algoritmus ”

kK velkemu poctu iteracii
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NEWTON-RAPHSON METHOD
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Zakladna idea

* VVyberieme si vychodiskovy bod a urobime k
nemu dotyCnicu. PriesecCnik dotyCnice a osi
X je blizsie k miestu, kde funkcia prechadza
osou X (inymi slovami ma koren).
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Odvodenie

Vychadzame z definicie

pre uhol d?[t(yé)nic(:)e. Vztah newton-raphson metédy
X.)—
f(x)=tana =" _ . _JS)
N Xiyg = X \
S(x)

A ('xi)('xz’ _xi+l) — f(xi)

f'(xi)xi _f'(xi)le :f(xi)

_f'(xi)xiﬂ :f(xi)_f'(xi)xi
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algoritmus
1) Analyticky vyjadrit f'(x)

2) Pociatocny tip x, Nie je garancia konvergencie. Na
3) Vyhodnotit' x; rozdiel od metddy bisekcie sme
N S (x) neurcili interval kde je garantovany
LI 1'(x,) korefi rovnice (tzv. otvorena metoda).

4) Test kvality rieSenia
X — X,

E

a

X
5) Vyhodno’%enle

\_/ Xit1 Xi
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Priklad

Hladame rieSenie pre x3 = 20 s presnostou lepSou ako 1% (0.01)
Takze rieSime priklad f(x) = x° - 20 = 0. Derivacia je f(x) = 3x
1) Tipnime si x,= 3.0

| x. =20
xi+1:xi_f,(XZ) X=Xy == 2 x1:3_
S'(x;) 3x,
X, — X 2.741— 3
2) Odhad chyby |&,|= » E A=
1

3
3) Druha iteraciax, = x, — L 220 X, =2.741—
3x;
2.715-2.741

2715

4) Odhad chyby \ga\:‘ ‘:0.0096

5) Pri dalSej iteracii by sme mali 0.0009
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Vyhody

* Velmi rychla konvergencia (ak konverguje)
* VVyzaduje iba jeden pociatocny tip
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Nevyhody

* Divergencia v inflexnych bodoch

Iteracia X; :z

0 |5.0000

1 |3.6560 " ol

2 |2.7465 %o

3 2.1084

4 |1.6000 N

5 |0.92589 o
6 |-30.119 "

7 —19.746 f(x)=(x-1) +0.512=0

18 |0.2000
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Nevyhody

 Delenie nulou

Hladame rieSenie pre x3 -1.5x?= 20

Takze rieSime priklad f(x) = x° -1.5x?- 20 = 0.
Derivacia je f(x) = 3x* -3x

)

(%)

Ak si zvolim pociatocny tip x, =1
vyskytne sa mi nula v menovateli.

i+1
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Nevyhody

» Oscilacie ak riesenie neexistuje
Hladame rieSenie pre x> = -2
Takze rieSime priklad f(x) = x°+2 = 0. X =X —m

i+1 i f'( )

Derivacia je f(x) = 3% &
Iteration
Number

0 —1.0000 |3.00

1 0.5 2.25 300.00

2 —-1.75 5.063 128.571

3 —0.30357 [2.092 476.47

4 3.1423 11.874 |[109.66

5 1.2529 |3.570 150.80

6 —0.17166 |2.029 |829.88

7 5.7395 [34.942 [102.99 1

8 2.6955 |9.266 112.93

9 0.97678 |2.954 175.96
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Nevyhody

» ,Preskakovanie” korenov
Hradame rieSenie pre f(x)=sinx=0
Tipnem si x, =2.47 =7.539822
Metoda bude konvergovat k nule namiesto k 2xn

f(x) 15 1 A

: t i >
8 0
7.539822 \
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Vyhody a nevyhody

+ Velmi rychla konvergencia (ak konverguje)
+ VVyzaduje iba jeden pociatocny tip

- Problem v inflexnych bodoch
- Problem ak je hodnota x; korenom f’(x1)
- Problem preskocCenie korena
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Delenie bez delenia

a 1
L] L] C : - : ax_
Majme delenie 2 2

Niektore superpocitace nemaju delenie, nakolko je
casovo narocne. Delenie potrebuje 20 — 25 cyklov a
nasobenie 5 cyklov.

Vyhodnejsie bude vyuzit logiku nasobenia prevratenou
hodnotou Cisla b.
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Delenie bez delenia

Newton Raphson metdda sa da vyuzitna 1

najdenie prevratenej hodnoty Cisla. | R
TakZze hladam riedenie funkcie f(x)=x Y 0

To nam velmi

Vyuzivam, ze f'(x)=1

nepomohlo
1
Skusme iny pristup. Hl’adajlme rieSenie f(x)=——R=0
X
f1@)=s 5 ! :
= X2 X =% —— 1 =xl.+xl.2 ——R | =x,+x, — Rx,
- X,

Mam vyjadrenie iteracie bez delenia | x,, =X, (2—RX,-)
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Delenie bez delenia

Newton Raphson metdda sa da vyuzitna 1
najdenie prevratenej hodnoty Cisla. R

Mam vyjadrenie iteracie bez delenia| x., = x,(2—Rx;,)

Stale tam mame viacero nasobeni, ale...

1) Kvdli rychlosti konvergencie sa mézeme dostat po 6
iteraciach na dostatocnu presnost (10 desatinnych miest)

2) Mbzeme vyuzit tabulku predpocitanych hodndét na
pociatoCny tip (lookup table) — zrychlenie na 2 iteracie
(Citanie z pamate je vyrazne rychlejsie ako operacie so
vsetkymi 1/O operaciami)

3) Mbzem implementovat namiesot delenia optimalizovanu

jednotku na vypocet 2-Rx;
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Delenie (priklad)

Newton Raphson metéda sa da vyuZit na 1
najdenie prevratenej hodnoty Cisla. R

Mam vyjadrenie iteracie bez delenia| x., = x,(2—Rx;,)

Zoberme si R = 2.5 a hfadam prevratenu hodnotu

X, = x0(2—2.5x0) Tipnime si x,= 0.5
x, =0.5-(2-2.5-0.5)=0.375
x, =0.375-(2—2.5-0.375)=0.39843750

X; =...=0.399938965

 —0.39999999999 Na 4 iteracie mame vysledok

presny na 11 platnych Cisel.
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SECNICOVA METODA
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Odvodenie

Pri Newton Raphson metéde sme mali: . _, _ /(%)

()

Tipnime si aj dalsi Clen x, ;.
Pre derivaciu priblizne plati:

Flx)= S () —f(x)
Xi =X

Po dosadeni do N-R vztahu \/xm Xi Xig

X = — f(xi)(xi _xi—l)
T S Sf(x)
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g 7 podobnosti trojuholnikov
mame: . ' DC
. AE CE
A
X; / (xi) i J(x)
Xi =X X~ Xin
Co upravime do podoby
Stale to je otvorena metdda. Dve o) (x —x,)
tipnuté ¢isla nemusia svojim Xipg =% = —— ( — )
intervalom uzatvarat' koren. S (x)— flx
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algoritmus

Z dvoch pociatocnych tipov
urcim dalsi

A f(xi)(xi _xi—l)

T - f()

Test kvality rieSenia
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Priklad

Hladame rieSenie pre x° = 20 — dve iteracie
Takze rieSime priklad f(x) = x° - 20 = 0.

o ._f(xi)(xi_xi—l)
T )= Sl
1) Tipnime si x;=3.0a x,=4.0
3
X, =3~ 3(3 _20)(33_4) 326D 527 55108108
(3°-20)-(4°—20) ~ 27-64 ~ 37
2) Druha iteracia X; =-..=2.723681555
g |=12 "%~ 0,031
xi+1

33
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Priklad

Hladame rieSenie pre x*+x3-2x = 20 s presnostou lepSou
ako 1%. Kolko iteracii na to potrebujem pomocou:

a) Metody delenia intervalov (xI= -2 xu=8)

b) Newton Raphson metody (x0 = 3)

c) Sechnicove] metody (x0 =3, x1 =4)
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THE END
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